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極大化の二階の条件と

模索運動の局所安定条件の同値性について

松 尾 匡

は じ め に

極大化の二階の条件と，目的関数を増やす方向に制御変数を動かす模索運動の局所安定条件が

同値であることの証明は，誰でも思いつく問題だと思うので，すでになされているはずと思うの

だが目にしたことがない。筆者は元来不勉強だからそれも当然だが，優秀な周囲に何人も尋ねて

も知らないと言われる。

運動方程式に調整係数がないならば証明は簡単である。目的関数の偏導関数が各制御変数の時

間微分になるので，それを線形近似したヤコビアンは，極大化問題のヘッシアンと同じである。

よってヘッシアンが二階の条件を満たして負値定符号ならば，その固有値はすべて負となり，運

動は安定になる。逆は逆。

しかし，各制御変数の時間微分が，目的関数の偏導関数に調整係数がかかったものになってい

ると，証明はそれほど簡単ではない。偏導関数のヤコビアンが，ヘッシアンに調整係数行列が左

乗されたものになり，対称行列ではなくなるので，ヘッシアンが負値定符号でも，この行列全体

の固有値の負値性は一見しただけでは言えない。

筆者は大学院の講義のためにこの同値性を証明したのでここに記す。先行研究があるに違いな

いと思うので「研究ノート」として発表するが，同様の必要性に迫られる人はいるものと思われ

るので社会的意義はあるものと思う。先行研究をご存知のかたはご教示いただきたい。

Ⅰ 定式化と問題

利潤関数を Π x で表す。生産要素の数は nで，x=，，…，′は生産要素の投入量

ベクトルである。

利潤極大化問題

maxΠ=Π x，choosex≥0 ⑴

と，模索運動
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=α

∂Π

∂
，α>0，i=1，2，…，n ⑵

との関係を考える。ただし，αは調整係数である。

利潤極大化問題⑴の一階の条件と，模索運動⑵の停止点は一致し，ともに，そこにおける

x=x*は，

∂Π x* 
∂

=0，i=1，2，…，n

を満たす。

このもとで，利潤極大化の二階の条件は，利潤関数のヘッシアン

H ⁚ =
Π* Π* Π*

…
Π*

Π* Π* Π* Π*

⫶ ⋱

Π* Π* Π* … Π*


が負値定符号になることである。ただし，Π*：=
∂

Π*

∂∂
=

∂

Π*

∂∂
である。

対称行列Hが負値定符号であることは，次のいずれとも同値である。

�Hの k次の首座小行列式を H とすると，k=1，2，3，…となるごとに，H <0，>0，

<0，>0，…となる。

�Hのすべての固有値が負である。

他方，x=x*の近傍で⑵を線形近似すると，

x=αHx−x*，α ⁚ =
α

α O

α

O ⋱

α


となるので，ここにおける運動の局所安定性は，⑵の偏導関数のヤコビアン αHの固有値がす

べて負になることである。調整係数行列 αがかかってなければ，利潤極大化問題の二階の条件

を満たして Hが負値定符号ならば，固有値がすべて負であることはただちに言える。しかし

αHは対称行列ではないので定符号行列の定理は適応できない。

そこで本稿の問題は次の命題を証明することである。

命題：対称行列Hが負値定符号 αHの固有値はすべて負
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Ⅱ 命題の証明

αHの固有値とは，次の式を満たすスカラー λである。

λu=αHu ⑶

ただし uは固有ベクトルである。

今，調整係数の平方根を要素に持つ対角行列

 α ⁚ =
 α

 α O

 α

O ⋱

 α


を定義すると，  α  α=α，また，

 α
 ⁚ =

1/  α

1/  α O

1/  α

O ⋱

1/  α


となる。

すると，⑶に  α


を左乗することにより，

λ  α


u=  αHu

=  αH α  α


u

これは，  α


u が  αH α の固有ベクトル，λ が  αH α の固有値であることを示す。

 αH αの i行 j列要素は，  α  α Π*なので j行 i列要素と同じであり，これは対称行列で

ある。よって負値定符号についての上記の定理が適用できる。

すると，  αH α の任意の k次の首座小行列式は，

  α  H   α  =  α    α  H =α H =ααα…α H 

となり，正負がHの k次の首座小行列式と一致する。

よって，Hが上記�を満たし負値定符号ならば，  αH α も上記�を満たし負値定符号とな

る。ゆえに上記�より λはすべて負となる。λは αHの固有値でもあったから，αHの固有値は
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すべて負。これは逆も成り立つ。q.e.d.

Ⅲ 議 論

αHを  αH α に転換することで，固有ベクトルが uから  α


uに変わったということは，

要素投入量 を /  α に尺度転換していることを意味する。⑵式を見よ。第 i財の日常尺度の

次元を [トン] としよう。すると，左辺の次元は [トン]/[時間] である。右辺
∂Π

∂
の次元は

[円]/[トン] である。よって，αの次元は，[トン]/[円⋅時間] である。ここから，/  α の次

元は [円⋅時間] の平方根になり，財の種類にかかわらない共通の単位に還元されていることに

なる。

すなわち，⑵式の両辺を  α で割れば，/  α の時間変化が，利潤の /  α による微分に等

しいという式が得られ，調整係数が
となるように計数尺度が転換されたことになる。この場合，

目的関数の偏導関数のヤコビアンはヘッシアンと全く同じものになり，極大化の二階の条件と模

索運動の局所安定条件の同値性はただちに言える。
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